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Résumé 

On prouve ici une estimation d’énergie pour le problème de Cauchy pour des opérateurs 
hyperboliques à caractéristiques au plus doubles qui contient à la fois les cas non effecti¬ 
vement hyperboliques voir L. Hôrmander [3] et les cas effectivement hyperboliques, voir R. 
Melrose [8]. 

We prove here an energy estimate for the Cauchy problem for hyperbolic équations 
with double characteristic, which contains both effectively and non effectively points, see L. 
Hôrmander [3] and R. Melrose [8], in a unique framework. 

AMS Classification : Degenerate hyperbolic Equation 35L80. 

1. Énoncé du Résultat 

Soit P{t,x, Dt, Dx) un opérateur différentiel de degré m sur à coefficients (7°°. On 

suppose que est un polynôme hyperbolique, c’est à dire que l’équation r G C ^ 

p{x,^,t) a m racines réelles pour tout (t,x,C réels. Cette conditions est bien sûr nécessaire. 
Ivrii-Petkov ont trouvé les conditions nécessaires pour que l’on puisse résoudre le problème de 
Cauchy [5]. L. Hôrmander [2] a traité les cas non effectivement hyperboliques, R. Melrose [8] a 
résolu le cas effectivement hyperbolique. Il reste donc seulement à étudier des opérateurs près 
d’un point de transition entre ces deux cas. Voir les traités de référence [3] et [1]. 

On ne considère ici que des opérateurs à caractéristiques de multiplicité double et par des 
factorisations évidences, on se ramène au cas où m = 2 et où P{t, x, Dt, D^) est un opérateur 
pseudo-différentiel de la forme : 

(1.1) P = -D^ + A{t, X, Dx),Ait) G ^“(R, 

A'{t) = i(A(t) + A*{t)) G 4'2(R"); 

Zi 

le symbole principal a{t,x,f) de A' est > 0 

Hypothèse 1. On suppose qu’au voisinage de tout point (0, Vq) G {0} x il existe C > 0 

et k € N, k > 1 tels que : 

i) 

(1.2) a{t, X) = t^'^ait, X) + I3{t, V), 

avec a{t,X) > 0, f3{t,X) >0 et \dta{t,X)\ < Ca{t,X), |9t/3(t,X)| < CI3(t,X). 
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ii) La partie imaginaire du symbole sous-principal vérifie : 


(1.3) = + 

pL est la valeur propre réelle positive ou nulle de Fp. 

iii) Si k > 2 ou si a(0,Xo) = 0, c’est à dire si (0,Xo) est non effectivement hyperbolique on 
suppose que : 

a) Sé = /3(“^(0) Ç r*]R" est une variété C°° de rang symplectique constant, sur laquelle 
Pt s’annule exactement à l’ordre 2, uniformément pour t voisin de 0. 

b) 


(1.4) a'i{t,X) + -tr'^Fa{t, X) > 0 pour (0,X) G S, voisin de (0,Xo). 

iv) Si a(0,Xo) > 0 ei fc = 1 alors (0,Xo) est effectivement hyperbolique, on ne suppose pas iii), 
tandis que 03) est automatiquement vérifiée. 

Théorème 1.1. Sous l’hypothèse m le problème de Cauchy est bien posé dans C°° sur 1 = 0. 


2. Preuve du Théorème 


On fait une estimation d’énergie pondérée. 

Proposition 2.1. Il existe C > 0 el T > 0 petit, s > Q ne dépendant que de la taille de la partie 
imaginaire du symbole sous-principal tels que pour ui G C'°“([0,T] x R") 

( 2 . 1 ) 

c(f ||Pui|P(l)6»o(l)Æ+(||wi(0)f + (^)ui(O) 


< 


et 


pour ui G C“([0, T[xR"'). 


avec 

1 

(2.2) 0(1, A) = exp(sln(l+lAfc+i)). 

On quantifie avec un grand paramètre A > 0, on note : 

(2.3) {q'^^)u{x) = J e*A("-^)îg(^,e,A)u(j/)(A)”dyde 

L’opérateur A est classique, sa partie auto-adjointe s’écrit A! = avec 

(2.4) cri(l,X) = a{t,X)F X-^ax{t,X,k) 

avec a > 0, a G 5'(1, P), oi G 5'(1, P) et P = \dt\^ + 

La partie non auto-adjointe de A s’écrit A" = où : 

(2.5) 0 - 2 ( 1 , X) = A“^ 6 i(l, X), hi = b\ + 62 , b\ vérifie H1.3II tandis que 02 € S'(A“^, P). 
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Pour prouver une borne inférieure pour Q = g™'' : 


( 2 . 6 ) 


q{t, T,X) = -(r - ipA + io- 2 it,X), 


on calcul un multiplicateur M = m*", m = m' + im" où m'{t,X) = 9 {t,X), m" = Tn{t,X). En 
effet le calcul donne : 

Proposition 2.2. 


( 2 . 7 ) 


= t'^ 9 + rp^A ^ +-A ^df9 + ^9^ai 


( 2 . 8 ) 


^m"^q” = 2 pT^A + rnA ^bi + -A ‘^’An^dtO'i 


( 2 . 9 ) 


W#q" = -pA-^dt9 - A-iSé»#&i 


1 A -Isi 


7ym"#q" = —r^A ^dtn + tSJ^cti — ^A ^"Sin^dtai. 


( 2 . 10 ) 

Ce qui additionné donne : 

( 2 . 11 ) 5 Rm #(7 = t^{—9 + 2 pA~^n — A~^dtn) + r(A“^n&i + Sn#(Ti)+ 


(^p^A ^ + ^A ^d^9 + lî6*#cri + ^A "^Qn^dibi — 


pA-'^dt9 - A-^^9#bi --A-^^n#dtcri 


On posera donc : 

( 2 . 12 ) 


c = — 6 * + 2 pA — A ^dtn 


( 2 . 13 ) 


e = A n 6 i + îsn#o-i 


( 2 . 14 ) / = ( 0 p 2 A -2 + ^A-^d ^9 + m#ai + iA-^Sn#^*^!- 


pA ^dt 9 — A — ^A ^lîn#i 9 ttTi j . 


Donc ( 12 . 111 ) s’écrit : 


Il faut donc réaliser c > 0 et 5 > 0 . 


( 2 . 15 ) r = CT^ + er + / = c(r — Xf + <5 avec X= — et 6 = f— —. 

2 c 


e 

4 c 
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Preuve de la vrovosition lK^ Soit Y le point courant des variables {u, p^t,T, X)^ où u est la 
variable duale de p. On utilise la formule : 


(2.16) (a#6)(y,^) 

a, P * 

Tous les termes non explicites de (12.1111 ne font intervenir que le calcul en X. 

Pour minorer dans L^(]R”+^), il faut introduire un calcul de Weyl et appliquer un 

résultat de bornes inférieurs. 

Il va falloir utiliser une fonction de poids (t) pour tenir compte de la perte de dérivées due 
à la partie imaginaire du symbole sous-principal, on le prendra de la forme : 


(2.17) 0o{t) = exp 

avec = p~^{tp) où P désigne un nouveau grand paramètre. 

Il y a donc des conditions sur p pour que le calcul symbolique au moins en r, t soit admissible. 
On l’étudie donc ici. 

En X il n’y a pas de choix, a > 0 et cti = a -|- A“^ai, a et ai sont dans S'(l,r). Soit p > 1 
on pose : 

Définition 1. 

(2.18) f^{t) = (|t| -è comme |t| < 1, p~^ < /^(t) < 1 -é p~^ < 2. 

Donc si |t| < 1, \dt\ < 2/“^|dt|. 

Définition 2. 



(2.19) 


Gy = M-^\du\^ + {p,T,A)-^\dpf + Uit)-^\dtf + (p,T, A)-2|dr|2 + \dXf 


La métrique duale de G par rapport à, h? u est : 


( 2 . 20 ) 


G^^ = A^ 


(p,r, A)2|dup + M2|dp|2 + {p,T,Af\dt\^ + Uit)^\dT\^ + |dXp 
> min^MA(p,T, A), A(p,t, A)/^(f), A^ Gy > min(A^/i“\ A)^Gv. 


> 


□ 

Proposition 2.3. La métrique gi^Y = + (PiD A)“^|(irp est lent et A^a tempérée si 

\ < p < A. La fonction hi{Y) du calcul associé vaut : 

(2.21) ^i(^) = {P:T, A)~^p{pt)~^ < pA~^. 

Preuve de la vrovosition \2.S\ . La métrique gi^y est lente car f)j,{t)~^ et que la fonction a; £ M — > 
(a;)® est lente pour la métrique {x)~'^\dx\‘^ pour tout s £ M. En effet 

i) 

(2.22) G-i < = ^ < G si |ti - t\Ut)-^ < e. 

/m(G) {tip) 
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ii) 

f (t) 

(2.23) —T < (7(1 + fi\t — ti|) pour tout t et ti. 

Comme 

(2.24) < (7(1 + - ti| + |r - Ti\f <c{l + g^y U -ii,T - n)) si ^ < A. 

9i,Y V ’ V 

donc gi et A^cr tempérée si 1 < /r < A. 

Pour les mêmes raisons, la métrique go ,y = M~‘^\du\‘^ + {p,T, A)~‘^\dp\^ est lente et 
tempérée. On résume : 

Proposition 2.4. i) La métrique Gy est admissible pour le calcul de Weyl (voir [3]), avec 
une fonction H(Y) = max(A“^/r, A“^) = A“^, car 1 < /r < A. 

ii) Si |t| < 1, S'(m,r) Ç S{m,G). 

iii) 


(2.25) 


(æ) 


< cfl-\ 


soit ff, e S{ff,, G). 


Proposition 2.5. Soient no € K. et s G K. assez grands alors : 


(2.26) 


(2.27) 


i) 


(2.28) 


0o{t) = exp(^-s^ \a)da^ 

ni exp(^-s J f~^{a)da^ avec ni = no/p(t)A. 



Soit) 


< 0oit)Gf-^ 


ii) 

(2-29) (^)^o(i) = -sf~'^{t)9o{t) et 6»o(t) = {s^f~‘^{t) +2stp!^{tp)-^)eo{t) > 0. 

iii) 

(2.30) — dtu = Ano(s — (7(1))) > csAno si |s| > 2. 

Donc 


(2.31) c=-é»o + 2pA ^n-A ^ôtn > é»o(c|s||no| - 2p(7(|no|)/^ - 1) > cé»o|no||s| 

si sno >2 et pf^ < 1. 


iv) 


(2.32) 


d)0o i-syf-^t). 
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□ Cl 



Soit 9 G S{mo^G) où uio est une fonction de poids G admissible, on exprime les relations 

mu ■■ 


(2.33) 

A-^dtnGS{9o,G), 

(2.34) 

-A-%nGS{f^9o,G), 

(2.35) 

5n#ai = iA"^{n,ai}+ ro,ro e S{9off,A~^,G), 

(2.36) 

9p^A-^ G S'(6»op^A-2,G) 

(2.37) 

iA-2920G5(0o/-2A-2,G) 

(2.38) 

3Ç(0#ai) = 9ai + ri, n G 5(0oA-2, G), 

(2.39) 

iA“^3n#9t6i G S{moA~‘^,G), 

(2.40) 

-pA-^dt9GS{9opA-^f-\G), 

(2.41) 

- A-^^{9#h) G S{9oA-^f-\G), 

(2.42) 

- ^A~^^n#dtai = -^A~^ndtai +r2,r2 G S{9oA~‘^ ffj_,G). 


On prendra si 6{t,X) = 9o{t)9'{X), 9'{X) G 5'(l,r). 

Le symbole ^rïï^q est un polynôme en t de degré 2, que l’on écrit 


(2.43) 

= CT^ + 2eT + /. 


Proposition 2.6. 


(2.44) 

c G S{9o{l + p/^), G), e G S{9oî^, G) et f G S{9o, G) 

ce qui s’écrit 



2 2 

(2.45) c(t - A)2 + / - ^, avec A = ^ G 5(p, G), ù = / - ^ G ^(0o, G). 
avec 

(2.46) c = ^o(~l + + ^qs) > cno(s + dans s grand et uqs grand. 

(2.47) e = A-^n9b° - ^Uno9o{9', ai} + tq, ro G S{9oA-^U, G). 
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On majore V- à l’aide des équations 12.471 et lldll soit : 


|e| < + + A 


(2.48) 

Donc 

(2.49) ^ < Cnoeof,{s + pf,)-^ ((^)' + 
Le terme dominant de / est 

(2.50) 

Nos hypothèses font que 


/o = -^A ^ndtai = -^noff,{dta + 0{A ^)). 


(2.51) 


|9ta| 


jl/2 - 




i) Dans I = {t;\t\ > on majore /o par 

(2.52) |/o| < Cno{a + notf^A~^). 


et 

(2.53) 


—— < Cuqs ^(o + A ^). 
4c 


(2.54) (5 > 0o(a(l - Cno) + A-^{ai - Cno) - CA-^). 
ii) Dans J = {t; |t| < p~^} on majore /o par 

(2.55) |/o| < C'no(/^(|9ta|+A“^)) < C'no/;,(t^'‘“^|a| +/3 + A“^) < Cno{p~'^'^a + a + A~^). 

Ce qui s’absorbe dans p^A~^ si p > A'^. Si < A“^ on a donc : 
tandis que 

(2.56) < Cnos ~^+ A“^ < Cno{p~^'^a + a + A“^). 

4c 

Donc si P > A'^ 

(2.57) ô > 0o{a + A-^ai - CrioA"^ - CA-^). 

Nos hypothèses entraînent quand a(0,Aio) = 0 ou fc > 2, que l’on peut appliquer l’inégalité de 
Melin voir [3] à /3 + A“^a^. 

Proposition 2.7. Sous les hypothèses m si s, et A ^, et A/i ^ sont grands 

(2.58) (5™^ > cA-^ 
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On minore (c(t — A))^ par calcul symbolique et 


(2.59) (c(<)(r - A)“-) = (r - A#)c(t)#(r - A) - G). 

Comme c{t) = -9 + 2no/9/^ - no/^9t0o, 

c”{t) = é»o + O{no)s^f~‘^. 

Comme c{t) = A'w, /“^A“^ = o(l)A“^ si k>2. 

Par ailleurs, les estimations se microlocaliseiit effectivement auprès de chaque point (OjX^,), 
par une partition de l’unité sous la forme : 

(2.60) ^X^(t,X) = l,x„e5(l,G), 

V 

seuls vont perturber l’inégalité les bi-commutateurs avec les Xv qui produisent 0(/“^A“^). 


(2.61) 

^(5 + ^c(t — A)^^ Ml,Mi(s)(is^ > cA“^ 



-CA ^9o{t)(\ui\'^{t){t) + - X^ui{t) 

- CA-^9oia)[\u,\\a)e-^P^ + |(t " 


= -2pt 
'Dt 


—2pt 


Puis on voit que : 
(2.62) 

Puis 



CIIAflMip. 


(2.63) 


||A|| < G. 


On déduit de (|2.62|l et de (|2.61ll que : 

(2.64) (p{s)ds < C ^^<5 + ^c(t — A)^^ '^ui,ui{s)ds^ + C{(p{t) + e(p{a)). 

où 


(2.65) 


ip{s) 



On multiplie par e et on intègre de 0 à oo, on obtient quand </2(0) = 0 : 


( 2 . 66 ) 


1/*00 pCG 

— J Lp{s)e~^^ds < C J + ^c(r — A)^j ui,'Ui(s)(isj j 
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On obtient ainsi : 


(2.67) A 


Ui\ 


\s) 


Dt 

A 


Ui 


{s)'^^9o{s)ds^ J \Pui\'^{t)9o{t)dt 

pour ui G C“([0,T[xIl 


On peut ensuite modifier la condition de support en rajoutant à (12.671) les termes de bord en 0 
soit 


(2.68) ^ ^ J 9o{s)ds < 

C \Pui\'^{t)9o{t)dt + (^\ui{0)\'^ + ^ui(O) 9o{t)dt^'^ pour mi G (^“([O,T[xR"). 


Ce qui achève la preuve. 

Remarque 1. Quand k = 1 et a(0, AIq) = 0, on choisit fj, — /xqA^/^, il faut alors tout d’abord 
ajuster le signe de uq de sorte que 

(2.69) /o = ^nodta + 0{f^A-^) > -C\no\a + 


Il faut ensuite ajuster tous les paramètres, on avait : 

0-) |no| < £ et no < 0 et s < 0, 

b) \s\~'^\no\fiô^a < e, 

c) \s\^\no\no < 

d) |s| > 1, 

e) |s||îT.o| > 1- 

Qui sont satisfaites si «(O,Xq) < avec a = s|no|~^ = 1, r = (uQ^fj-o)^ = e, puis no petit et s 
grand. 


Remarque 2. On peut aussi traiter le cas effectivement hyperbolique de la façon suivante. On 
prend comme toujours : 


(2.70) n = —\no\Aff^9o avec no < 0 petit, 

Et 

(2.71) M = /roAi/2 
Et on pose : 

(2.72) c = c9o = 9o{-l + 2pf^no + suq + 0{s~'^)), 

on pose V = —1 + sno(l + 0{s~ )) et on prend s < 0, |s| grand. 


On veut maintenant : 


(2.73) î; > 0 petit, 

Le défaut du calcul symbolique i2.59\) doit être compensé par le terme jA~^df9o — s^ ff^A~^, le 
terme jA~^c'' (t) = 0(v)s‘^ ff^ / A~‘^, il faut donc v < e, où en fait e est une constante universelle. 
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i) La zone {t, |i| > /i se traite à l’aide de : 

(2.74) <C\no\H^6ov-^ 

4c 

Tandis que : 

(2.75) /o > 9o{a\no\t + (1 - C\no\)a + 0{A~^)) 

ce qui produit donc les conditions : < C\t\{\no\+t), et |i||no| <v; qui seront satisfaites 

si piQ < C~^ et no < C~^. On produit donc ici une borne inférieure adéquate. 

ii) La zone {t, |t| < /i“^} 

On utilise cette fois : 

(2.76) < C\no\ti~'^0ov~^ = 0{fj.Q'^A~^\no\v~^9o) 

Tandis que s^f~^A~^ produit lui s^/ZgA“^. On prendra donc |s| grand. 

CQFD. 
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